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Ενδεικτικές Απαντήσεις Πανελληνίων Θεµάτων 2009 
Μαθηµατικά Κατεύθυνσης 

 
ΘΕΜΑ 1ο 

 
Α) Θεώρηµα από σελίδα 251 σχολικού βιβλίου 
Β) Ορισµός από σελίδα 213 σχολικού βιβλίου 
Γ) α)Σωστό 
     β) Σωστό 
     γ) Λάθος 
     δ) Λάθος  
     ε) Λάθος 
 
ΘΕΜΑ 2ο 

 
Α) α)  z (2 i) (2 1)i= λ + + λ −  
 Αν Μ(z) η εικόνα του z, τότε M(z)=( Re(z), Im(z) )= (2λ+1, 2λ-1) 
 

µε  }x 2 1 ( 1)y 2 1
= λ + ⋅ −= λ −       ( )x=2λ+1

-y=-2λ+1 +  

          x-y=2⇔  
       x-y-2=0⇔  
    
   ε: y=x-2  µε (λε=1) 
      

β) o o
Hmin 2 2

x y 2 0 0 2 2
z d(0, ) 2 z

2 21 ( 1)

− − − −
= ε = = = = =

+ −
 

όπου Η είναι το σηµείο τοµής της (ΟΗ) µε την (ε) 
 
•ΟΗ: 

ο oy-y (x x )ΟΗ= λ −  

 µε ΟΗ ⊥ ε  Άρα  
ε

1
Ά 1

µε λ =1

ΟΗ ε

ΟΗ

λ λ = − 
ρα λ = −


 

 
Άρα  ΟΗ: 

ο oy-y (x x )ΟΗ= λ −  

         ΟΗ: 
ο

y-y = -1(x-0) 

        ΟΗ:  y=-x 
       

        }ΟΗ: x+y =0 2x 2
ε:     x-y =2 = ⇔ x=1 

         
ε:     x-y =2  (x=1) 
         1-y =2 
 y=-1 
Άρα  zΗ=zo=1-1i 
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B) Έστω ω=x+ yi τότε w =x-yi 

                                      
2

w w w= ⋅ =(Rew)2+(Imw)2=x2+y2 

 

Άρα η 
2

w + w -12= zo        (γίνεται)  

            x2+y2+x-yi-12=1-1i 
            x2+y2+x-yi-12-1+1i=0 
 (x2+y2+x-13) + (1-y)i=0 
 

Άρα  1.

2 2

2 2 2
x +y +x-13=0
      και x 1 x 13 0 x x 12 0
1-y=0 y=1


+ + − = ⇔ + − =

⇔ 
  

 
∆=12-4 1( 12)⋅ − =1+48=49 

x1,2=
1 49

2 1
− ±

⋅
⇔   x1,2=

1 7
2

− ±
⇔ x1 =

-1+7          
3

2
=  

                                                         x2 = 
-1-7          

2
=-4 

 
για x=3 ,  y=1    w1=3+1i 
για x=-4, y=1     w2=-4+1i 
 
Θέµα 3ο 

 

f(x) = x ln(x 1), x 1α − + > −  
                                           α >0,   α≠ 1 
 
Α) f(x): συνεχής και παραγωγίσιµη ως διαφορά των συνεχών και παραγωγίσιµων 
      
     y= xα  (εκθετική) 
     y= ln(x+1) που είναι σύνθεση των συνεχών και παραγωγίσιµων  y=lnx και y=x+1 
 
µε f΄(x)= x x( ln(x 1))́ ( )́ (ln(x 1))α − + = α − +  

            = x 1
ln (x 1)́

x 1
α ⋅ α − ⋅ +

+
 

 = x 1
ln

x 1
α ⋅ α − ⋅

+
1        Άρα  

 

f΄(x)= x 1
ln

x 1
α ⋅ α −

+
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Άρα f(x)≥1  για κάθε x>-1 και 1= f(0)  έχω f(x)≥  f(0)   για κάθε   x>-1 
το xo=0 είναι θέση ολικού ελαχίστου οπότε από Fermat ( f: παραγωγίσιµη) 
 
f΄(0)=0 

όµως f΄(x)= x 1
ln

x 1
α ⋅ α −

+
   Άρα   

         αοlnα - 
1

0
0 1

=
+

⇔  

        1lnα-1=0⋅          ⇔  
lnα=1 

lne α= 1e  
 
α=e  
 
 
Β)    
 Γι α α = e 

x

x

f(x) e ln(x 1)
1

f (x) e lne
x 1

= − +

′ = −
+

 

x 1
f (x) e

x 1
′ = −

+
      (1)  

 
x

2

1
f (x) e

(x 1)
′′ = +

+
   (2)   για κάθε x > -1 

                                      Άρα f (x) 0′′ >  
Άρα f κυρτή στο (-1,+∞ ). 
 

(β) Από (1) παρατηρώ 0 1
f(0) e 1 1 0

0 1
= − = − =

+
 

Άρα: 
 
x -∞ -1 0  +∞ 
f'''(x)   +  +  
   x<0 ր  ր  x>0   
f(x)   f''(x) < f''(0) f''(x) > f''(0)   
   f''(x) < 0 (-) f''(x) > 0 (+)   
f   ց  ր    
   τ. ε.   
   f''(0) = 1   
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Άρα ( ]
[ )

f 1,0
f 0,

στο −
στο +∞

ց

ր
 

γ) 
Αν β,γ ∈ ( ) [ )1,0 0,− +∞∪   να δειχτεί ότι: 

Η 
f( ) 1 f( ) 1

0
x 1 x 2
β − γ −

+ =
− −

   έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (1,2) 

Η εξίσωση ισοδύναµα γίνεται  

( ) ( )(x 2) (f 1) (x 1) (f 1) 0β γ− ⋅ − + − ⋅ − = =====⇒Η(x) 

 
H(x): συνεχής στο [ ]1,2  ως άθροισµα των συνεχών y= (f(β)-1)(x-2) 

          y=(f(γ)-1)(x-1) 
 
µε  H(1)=(1-2)(f(β)-1)+(1-1)(f(γ)-1)=-(f(β)-1)=1- f(β)<0 
 
Άρα f(0)=1 ολικό ελάχιστο και β≠ 0 
 
και H(2)=(2-2) (f(β)-1)+ (2-1)(f(γ)-1)= )(f(γ)-1)  >0    
Άρα f(0)=1 ολικό ελάχιστο και γ≠ 0 
 
 
Άρα    H(1)H(2)<0 
οπότε  από ρίζα Bolzano υπάρχει µία ρίζα της Η στο (1,2) και εποµένως το ζητούµενο 
 
ΘΕΜΑ 4ο 
 

[ ]f / 0,2 ήσυνεχ ς µε  
2

0

(t 2) f(t)dt 0− ⋅ =∫  

 

H(x)=
x

0

tf(t)dt∫  παραγωγίσιµη (Άρα και συνεχής) ως συνάρτηση ολοκλήρωµα της συνεχούς   

y=tf(t) η οποία µε την  σειρά της είναι γινόµενο συνεχών συναρτήσεων y=t, y=f(t) 

µε  H΄(x)=[
x

0

tf(t)dt∫ ]΄ = xf(x)     1           

 

G(x) = 

x

0
2

t 0 2

H(x)
f(t)dt 3, x (0,2]

x
1 1 t

6ln x 0
t→

  − + ∈

 − −

=


∫
 

• ln t→ 0  

2

2

1 1 t
t

− − %

=   ln t→ 0 

2

2 2

1 ( 1 t )

t (1 1 t )

− −

+ −
= ln t→ 0 

2

2 2

1 (1 t )

t ( 1 t )

− −

+ −
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 = ln t→ 0  
2t

2t 2(1 1 t )+ −
= ln t→ 0  

2

1

(1 1 t )+ −
= 

1 1
1 1 2

=
+

 

 

Άρα  G(x) = 

x x

0 0

1
tf(t)dt f(t)dt 3

x

3


− +







∫ ∫
 

α)   για x (0,2]∈  
 

  G(x)= 

x

x
0

o

tf(t)dt

f(t)dt 3
x

− +
∫

∫  

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη ως διαφορά των y= 

x

o

tf(t)dt

x

∫
 που είναι πηλίκο των 

συνεχών και παραγωγίσιµων   
x

o

y f(tx) tf(t)dt= = ∫      και  y=x 

και της  y= 
x

o

f(t)dt∫  ( )ά ή ύ y f(t)συν ρτηση ολοκλ ρωµα της συνεχο ς =  

 
Συνέχεια στο x0= 0 
G(0)=3  ενώ  
 

L= lim x 0→

x

0

H(x)
f(t)dt 3

x

 
− + 

 
∫  

όπου  

 lim x 0→  
x

0

f(t)dt∫

ί
ά

ή

παραγωγ σιµη
ρα και

συνεχ ς

=
0

0

f(t)dt 0=∫  

 

lim x 0→

H(x)
x

= lim x 0→

x

o

tf(t)dt

x

∫ %

d H−
=  lim x 0→  

x

o

tf(t)dt ΄

x΄

 
 
 
∫

= lim x 0→

xf(x)
1

= lim x 0→ [ ]xf(x)  

f: ή

0 f(0) 0
συνεχ ς

= ⋅ =  
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Άρα L= lim x 0→  G(x)= 0-0+3=3 

 
Άρα G(0)= limx 0→ G(x)   Άρα G: συνεχής και στο xo=0 

οπότε G(x)   συνεχής στο [0,2] 
 

β) G(x) =
x

0

H(x)
f(t)dt 3,

x
− +∫   (0,2)  παραγωγίσιµη  βλέπε (α) 

 

G΄(x)= 
H(x)

΄
x

 
  

 - 
x

0

f(t)dt ΄
 
 
 
∫ +3΄ 

= 2

΄(x)x H(x)x΄
f(x) 0

x
Η −

− +  

= 2

΄(x)x H(x)
f(x)

x
Η −

−  

1

= 2

xf(x)x H(x)
x
−

- f(x)  

=
2

2 2

x f(x) H(x)
f(x)

x x
− −  

= f(x) - 2

H(x)
x

f(x)−  

Άρα  G΄(x)= 2

- H(x)
X

   0<X<2 

 
γ) Θεωρώ την Η(x) = 0 � – Η(x) = 0 (0<x<2) 

2

H(x)
0

x

−
=  από β) 

 
 
 
G / [0, 2] συνεχής 
      [0, 2) παραγωγίσιµη 
G(0) = 3 

2

2 2
0

0 0

tf(t)dtH(2)
G(2) f(t)dt 3 f(t)dt 3

2 2
= − + = − +

∫
∫ ∫  

 

2 2 2 2

0 0 0 0
tf(t)dt 2 f(t)dt tf(t)dt 2f(t)dt

3 3
2 2

− −
= + = +
∫ ∫ ∫ ∫

 

 

2

0
(t 2)f(t)dt 0

3 3 3
2 2

δεδ−
+ == + =

∫
 

Άρα G(0) = G(2) και τότε από Rolle υπάρχει (0,2) : G '( ) 0 H( ) 0α∈ α = ⇔ α =  
 

G'(x) = 0 


